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第四章  机器人动力学 

分析机器人操作的动态数学模型，主要采用
下列两种理论： 

动力学基本理论，包括牛顿—欧拉方程。 

拉格朗日力学，特别是二阶拉格朗日方程。  

对于动力学，有两个相反的问题： 

其一是已知机械手各关节的作用力或力矩，求各
关节的位移、速度和加速度，求得运动轨迹。 

其二是已知机械手的运动轨迹，即各关节的位移、
速度和加速度，求各关节所需要的驱动力或力矩。  
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4.1   刚体的动力学方程 

拉格朗日函数L被定义为系统的动能K和位能P之
差，即: 

 

系统动力学方程式，即拉格朗日方程如下： 

 

 

      式中，  为表示动能和位能的坐标， 为相应的速
度，而  为作用在第i个坐标上的力或是力矩。  
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4.1.1  刚体的动能与位能 
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4.1.1  刚体的动能与位能 

          为广义坐标  

 

 

其中，左式第一项为动能随速度（或角速度）
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的变化；第三项为能耗随速度变化；第四项为
位能随位置的变化。右式为实际外加力或力矩。
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4.1.1  刚体的动能与位能 

                     均为广义坐标，有下式： 

 

 

 

   或用矩阵形式表示为：   
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4.1.1  刚体的动能与位能 

二连杆机械手的动能和位能 

 

 

 

 

 

         

图4.2  二连杆机器手（1） 
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4.1.1  刚体的动能与位能 

二连杆机械手系统的总动能和总位能分别为： 

 

8 

(4.3)

21 KKK 

)(cos)(
2

1
)(

2

1
21

2

12212

2

21

2

22

2

1

2

121    ddmdmdmm

21 PPP 

)cos(cos)( 21221121   gdmgdmm (4.4)



9 

4.1.2  拉格朗日方程和牛顿-欧拉方程 

拉格朗日功能平衡法  

二连杆机械手系统的拉格朗日函数L为： 

 

 

 

  

求得力矩的动力学方程式： 
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拉格朗日功能平衡法 

    比较可得本系统各系数如下： 

有效惯量  
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拉格朗日功能平衡法 

哥氏加速度系数 
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拉格朗日功能平衡法 

表4.1给出这些系数值及其与位置   的关系。 

                                          表4.1  
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4.1.2  拉格朗日方程和牛顿-欧拉方程 

牛顿-欧拉动态平衡法 

二连杆系统的动力学方程的一般形式为： 
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牛顿-欧拉动态平衡法 

质量           的位置矢量        （见图4.3）为：  21 rr和21 mm 和
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牛顿-欧拉动态平衡法 

可得: 
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4.2   机械手动力学方程的计算与简化 

    分析由一组A变换描述的任何

机械手，求出其动力学方程。
推导过程分五步进行： 

计算任一连杆上任一点的速度； 

计算各连杆的动能和机械手的总
动能； 

计算各连杆的位能和机械手的总
位能； 

建立机械手系统的拉格朗日函数； 

对拉格朗日函数求导，以得到动
力学方程式。 
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4.2.1 质点速度的计算 

连杆3上点P的速度为： 

 

 

对于连杆i上任一点的速度为：  
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4.2.1 质点速度的计算 

P点的加速度为： 
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4.2.1 质点速度的计算 

速度的平方 
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4.2.1 质点速度的计算 

任一机械手上一点的速度平方为： 
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4.2.2  动能和位能的计算 

动能的计算 

    令连杆3上任一质点P的质量为dm，则其动能
为： 
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动能的计算 

任一机械手连杆i上位置矢量   的质点，其动能
为： 
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动能的计算 

任何机械手上任一连杆i动能为： 
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动能的计算 

连杆   的传动装置动能为： 
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4.2.2  动能和位能的计算 

位能的计算 

 一个在高度h处质量m为的物体，其位能为： 

 

 连杆i上位置    处的质点dm，其位能为： 

 

 式中， 
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位能的计算 

连杆上位置   处的质点dm，其位能为： 

 

 

机械手系统的总位能为：  
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4.2.3  机械手动力学方程的推导 

据式(4.1)求拉格朗日函数  
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4.2.3  机械手动力学方程的推导 

再据式(4.2)求动力学方程，先求导数  
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4.2.3  机械手动力学方程的推导 

据式(4.18)知，  为对称矩阵，即          ，所以
下式成立：  
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4.2.3  机械手动力学方程的推导 
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4.2.3  机械手动力学方程的推导 
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4.2.3  机械手动力学方程的推导 

具有n个连杆的机械手系统动力学方程如下： 
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4.2.4  机械手动力学方程的简化 

惯量项    的简化  
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4.2.4  机械手动力学方程的简化 

惯量项Dii的简化 

 

 

重力项Di的简化 
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4.3  机械手动力学方程实例 

4.3.1  二连杆机械手动力学方程 

规定机械手的坐标系 

35 
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图4.5  二连杆机械手的坐标系 
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4.3.1  二连杆机械手动力学方程 

各连杆参数 
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4.3.1  二连杆机械手动力学方程 

计算A矩阵和T矩阵  
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4.3.1  二连杆机械手动力学方程 

可据式 （4.38）求得     和      ： 

 

 

 

 

以上所求得各项，可与§4.1.2中的      、    、   和     加
以比较，以检验计算结果的正确性。 
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第四章  机器人动力学 



4.3.2  三连杆机械手的速度和加速度方程 

位置方程 

 

 

 

速度方程 
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4.3.2  三连杆机械手的速度和加速度方程 

加速度方程 
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4.4  机器人的动态特性 

动态特性包括： 

工作精度 

重复能力 

稳定度 

空间分辨度 

4.4.1  动态特性概述 

能够移动得多快，能以怎样的准确性快速地停在给
定点，以及它对停止位置超调了多少距离等等。 

中继点是工具触头应当经过而不必停止的点。 

必须谨慎地采用中继点。 

41 



4.4.2  稳定性 

稳定性（stability）涉及系统、装置或工具运动
过程中无振荡问题。 

两种不同类型的振荡： 

衰减振荡 

非衰减振荡 

维持振荡是一种临界情况。 

42 



4.4.3  空间分辨度 

空间分辨度（spatial resolution）是描述机器人工具末
端运动的一个重要因素。 

分辨度指明系统能够区别工作空间所需要的最小运动
增量。 

分辨度可以是控制系统能够控制的最小位置增量的函
数，或者是控制测量系统能够辨别的最小位置增量。 

43 图4.8  控制对分辨度的影响 图4.9  悬臂伸缩对空间分辨度的影响   



4.4.4  精度 

精度（ accuracy）这一术语常常与分辨度及重复性能
相混淆。 

三个因素： 

各控制部件的分辨度； 

各机械部件的偏差； 

某个任意的从未接近的固定位置（目标）。 

44 

图4.11 考虑机械偏差时精度与空间分辨度的关系 



4.4.5  重复性 

重复性（repeatability）又称重复定位精度，指的是机
器人自身重复到达原先被命令或训练位置的能力。 

三个因素： 

分辨度 

部件偏差 

某个任意目标位置 

45 

图4.12  精度与重复性关系 



4.5  机械手的静态特性 

稳态（或静态）问题是动态问题的特例，研究
机械手的稳态负荷（包括力和力矩）问题，包
括： 

静力和力矩表示方法； 

不同坐标系间静负荷的变换； 

确定机械手静态关节力矩； 

确定机械手所载物体的质量。 

46 



4.5.1  静力和静力矩的表示 

广义力 
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4.5.2  不同坐标系间静力的变换 
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4.5.3  关节力矩的确定 

虚功法 
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4.5.4  负荷质量的确定 

假定最严重的负荷情况，并设定速度增益高得足以防
止系统产生欠阻尼响应。 

命令机械手运动，以恒速提升该负荷。 

一旦所有关节都进行运动，即可由下式计算其静态误
差力矩和力。 

 

假定机械手相对于基坐标系的位置由变换Z来表示，而
且未知负荷被末端工具夹持在负荷质心上。 

用X表示负荷在基坐标系中的位置，即 
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emekkT  (4.59)

EZTX 6 (4.60)



4.5.4  负荷质量的确定 

规定坐标系处于负荷质心且与基坐标系平行，
在坐标系 中，末端夹手上1公斤负荷所产生的
力为： 

 

定义一个与G和X有关的变换Y。 

计算负荷质量 
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]00000[ gG F (4.60)

τT

Tτ
T

T

m 

(4.64)
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4.6  小结 

研究刚体动力学问题，着重分析了机器人机械
手动力学方程的两种求法： 

拉格朗日功能平衡法 

牛顿—欧拉动态平衡法 

在分析二连杆机械手的基础上，总结出建立拉
格朗日方程的步骤，并据之计算出机械手连杆
上一点的速度、动能和位能，进而推导出四连
杆机械手的动力学方程及其简化计算公式。 

机械手的静态特性 

机械手的动态特性 

 


